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EXERCICE 1 4 points
Les autres égalités s’obtiennent de facon semblable.
1. M estl'image de A dans la rotation de centre B et d’angle +§ ce qui se traduit
par m—b:ei%(a—b) — m:ei%(a—b)+b.
2. En utilisant les relations précédentes :
a. Par différence des deux premieres égalités m —n = els (a-—c¢)
et par différence des deux dernieres :
q-p= e'3 (a—¢). On a donc par transitivitt m-n=qg-p < NM =
PQ <= NMAQP est un parallélogramme.
b. Dans larotation de centre D et d’angle +g : é : I?

Par propriétés de la rotation (qui est une isométrie), AC= QP et (A—C) , @) ) =

b4
+—.
3
b4
De méme dans la rotation de centre C et d’'angle ——, on a
B — N
D — P
—_— — yiA —_— — yiA
DoncBD:NPet(BD,NP):—— — (NP,BD):—.
3 3

3. On sait déja que MNPQ est un parallélograme; il faut qu'en plus il ait deux

cOtés consécutifs de méme longueur et perpendiculaires.

Or NP =QP <= AC=BD d’apreés la question précédente.

D'autrepart(ﬁ, @) :g — (1@), ﬁ)+(ﬁ), A—C)) (ﬁ, @) =g —
— — — — — — 3 4

(8D, AC) =z—(NP,BD)—(AC,QP) LA LS LA AT RN
. 7_% 2 3 3 6 6 6

(AC , BD ) = Iy toutes ces égalités étant modulo 7.

EXERCICE 2 5 points
Partie A
1. La somme des coefficients est :
1+1-m+2m—1+1-m =2 # 0 quel que soit m. Le barycentre G, existe donc
quel que soit le réel m.
2. On a Gy = bar{(E; 1),(B, 0), (G; 1), (D; 0)} = bar{(E; 1), (G; 1)} qui est tout
simplement le milieu de [EG].
3. Ona Go =bar{(E; 1), (B, 1) (G; -1), (D; 1)}.Onadonc par définition
lGoE + lGOB - 1G0G + lGoD =0 — 2G0A +AE +AB —AG +AD = 6)
Or AE +AB +AD = AG donc I'égalité précédente devient 2G0A =0 =
Go =
Go = A entraine que A est le barycentre de {(E, 1), (B,1), (G, -1), (D,1)} =
bar{(l, 3), (G, —1)} par associativité des trois points E, B et D.

La derniere relation montre que la barycentre A est aligné avec les points I et
G.
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4. Par définition du barycentre :
GmE +(1=m)GpB +2m—1)GyG +(1—m)GyD = 0
soit en faisant intervenir le point A grace a le relation de Chasles
GmA +AE +(1-m) (GmA +E)+(zm—1) (GmA +A_G))+(l—m) (GmA +ﬁ) =
0
soit en développant
(+1-m+2m-1+1-mGmA +AE +(1- m)AB +(2m~1)AG +(1-m)AD =
0 =
2G A — mﬁ +2m:ﬁ> - mﬁ = 6)
car dans le pavé : AG =AB +AD +AE
Comme E + E = E , la relation devient :
2G;A —mAC +2mAG =0 <
—_— m (— —_—
GnA == (AC -2AG)
Or AC =EG =20,G
donc on a
B — m E—— —_— _— m E—— e
Gk == (205G —2AG ) <= G,A = 5 (205G +2GA ) =
—_— m e — _— —— E— _—
GnA == (202A) <= GuA =mOzA < AG,, = mAO;
Cette derniere égalité montre que le point G,, appartient a la droite (AO;) et
plus précisement que le point G, a pour abscisse m si le repére choisi est le
couple (A, Oy).
T Ainsi on retrouve que Gg a pour abscisse 0, donc est égal au point A et que
G; a pour abscisse 1 et est donc égal au point O».

5. a. Oy estle milieu de [EG], donc la droite (AO) appartient au plan (ACGE) ;
on vient de démontrer que G, appartient a la droite (AOy) : donc Gy,
appartient au plan (ACGE) et enfin O; étant le mileu de [AC] appartient
lui aussi a ce plan.

Conclusion : les points A, G, E, G, O3, O et G, sont coplanaires.
b. Iétantle centre de gravité du triangle EBD, appartient au plan (EBD). De
méme la droite (EI) appartient a ce plan.
G, appartient au plan (EBD) s’il est barycentre des trois points E, B et
D. Il faut donc que le coefficient de G (dans la définition de G, soit nul,
1
donc que m = 3
Onadonc G%bar{(E, 1), (B, %), (D, %)}soitle barycentre de {(E, 1), (I, 1)}
c’est-a- dire en fait le milieu de [EI].
1
Conclusion G, appartient a (EI) si et seulement si m = >
Partie B
1. On a immédiattement :

A(0;0;0),B(1;0;0),C(1;1;0),D(0;1;0),E0;0;1),G(1;1;1).
AG(1;1;1),EB(1;0;-1),ED(0;1; -1),.

OrAG -EB =1-1=0etAG -ED =1-1=0.

Le vecteur E étant orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (EBD)
est donc orthogonal a ce plan.

e L'équation du plan (EBD) orthogonal au vecteur AG (1 ; 1; 1) et contenant
le point B(1;0;0) est:

M(x;y; 2)€ (EBD) <= 1x(x—1)+1xy—0)+1x(2-0)=0 < x+y+z—-1=0.
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2. Comme O, est le milieu de [EG], O» (% ; % ; 1).

Comme AG,, (x; ¥; z), ces trois nombres étant les coordonnées du point G,
I'égalité trouvée a la partie A : AG,, = mAO; se traduit par :
x m
y =
z = m
est donnée par :
m m
%G + Yo + 26| _ |3 +5+m=1] _12m-1|
VIZ2+12+12 V3 V3
2m-1] V3 {Zm—l = 1 ou

2
2t .Donc G, (% N m). On sait que la distance de G, au plan

On a donc =— <<= 2m-1=1 am-1 = -1

V3 3
m = 1 ou
m

EXERCICE 3 11 points

Partie A : étude d’'une fonction

X 1 1 1
1. a. P(X):—Z(XZ——)+1=—2[X——] +—+1=—2[X——
2 4] 8 4

1 3 1 3 1
—2(X——+— X————):—Z X+-|x-1.
4 4 4 4 2
1
On sait que P(X) < 0 sauf sur =5 1| ot P(X) =0, avec P(—%) =P() =

b. Enposant X =e7%, f(x)=1+X - 2X%2 = P(X). Le signe de f est celui de
P(X), mais avec X > 0.

Doncpour X€]0; 1[,0< X <1 < x>0, f(x) >0,
f0)=0,
pour X >1 < x<0, f(x) <0.

c. La courbe € contient donc I'origine.

2. Comme lim e *=0et lim e > =0, lim f(x)=1.
x=+00 X—+00 x=+00

Ceci montre que la droite d’équation y = 1 est asymptote horizontale a la
courbe ¥ au voisinage de plus I'infini.

3. On factorise e 2* dans I'écriture de f(x):
f(x) =e 2 (e** +e* -2).

Comme lim e*=0et lim e =0, lim e**+e*—2=-2.
X——00 X——00 X——00

D’autre part xgglme_zx = +o0 et par produit des limites : xgglmf(x) =—-00
4. a. f étant la somme de fonctions dérivables sur R, est dérivable sur R et

fl(x) = —e " +4e2%.

b. f(x)=—-e " +4e 2" = e 2* (4—e*) et comme e~>* > 0, quel que soit x €
R, le signe de f’(x) est celui de (4 —e¥).

c. Ona(4—-e")=0 << e*=4 < x=1n4=2In2;
(4-e%) >0 < e* <4 < x <2In2 par croissance de la fonction In;
(4-e%) <0 < e* >4 < x>2In2 par croissance de la fonction In.
On en déduit le tableau de variations :
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X oo 2ln2 +00
' + 0 -
9
8
f(x)
oo 1

5. a. Lesabscisses des points communs vérifient 1+e ¥ —2e ¥ =1 < e *-
2e2 =0 = e (ef-2)=0 < e'-2=0 < e*=2 < x=1In2.
DoncA(In2; 1).

b. Sur]—o0; In2[, f(x) <1 doncla courbe ¥ est sous la droite 2 ;

Sur ]In2; +ool, f(x) > 1 donc la courbe ¥ est au dessus de la droite 2.

6. Une équation de I est :

1
Mx; eT < y—ya=f'(In2) (x—xp) < y=1+§(x—ln2).

1
Il
L~
|
1
-~
A1
L
1
o] o
L7
el
A /
1
45 u /
A1
A
= [l
L~ /
A /
|
|
|
|
I
2
;'
7. e
J
Partie B : étude d’une suite
1. Cette aire est égale a la différence :
In2 In2 In2
of =In2x1— f(x)dx:lnz—f (1+e_x—2e_2x)dx=1n2—[x—e‘x+e‘2x]0 =
0 0
In2 —2In2 -0 —-2x0 1 1 1
In2-In2+e"“—e +0—e " +e =——=—=-.
2 4 4

2. a. Quel quesoitle naturel n>0, n—1+1n2 =1n2 et on a vu que pour
x=In2, f(x)=1.
Donc chaque terme est I'intégrale d’'une fonction positive sur un inter-
valle [a; D] tel que a < b : c’est donc un nombre positif.
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b. Chaque terme est égal a I'aire de la surface limitée par €, le droite y = 1
et les droites verticales d’équations x = (n—1)+In2 et y=n+In2.

3. a. Onavuque pour x>1In2, la fonction f est décroissante. Donc :
m-1)+In2<sx<sn+ln2= f(n+In2) < f(x) < f[ln-1) +In2] <
fn+In2)-1< f(x)-1< f[(n-1)+In2] - 1.

b. Par intégration des trois fonctions positives sur 'intervalle
[(m-1)+1In2; n+In2]

n+ln2 n+ln2
f [f(n+ln2)—1]dxsf fx)dx <
(n—1)+In2 (n—1)+In2

n+ln2
f (fln-D+In2]-1) dx <
(n—1)+In2

f(n+n2)-1<u, < fl(n-1)+In2]-1.

c. Pourn=2,onamontréque f(n+ln2)-1<u, < f[(n—-1)+In2]-1,donc
fn+1+1In2) < upy41 < f(n+1n2) -1, donc par transitivité u,+1 < uy.
Donc la suite (1) est décroissante.

d. La suite (u;) est décroissante minorée par zéro : elle est donc conver-
gente vers une limite supérieure ou égale a zéro.

4, a. Sy=u+us+us+---+u,=

1+In2 2+In2 n+ln2
f [f(x)—l]dx+f [f(x)—l]dx+--'+f [f(x)—1]ldx =
(

1-1)+In2 (1)+In2 (n—-1)+In2

n+In2
f [f(x) —1]dx en application de la relation de Chasles
In2

b. S, est donc égale a 'aire de la surface limitée par €, I'axe des abscisses

et les droites verticales x =In2 et x=n+1n2.

e inz n+ln2
C. Sn Zf [f(x)-1ldx = f [e™—2e ]dx=[-e ¥ +e *¥] =

In2 In2 1 1 1ln2 1
_e—n—ln2 + e—2(n+ln2) + e—ln2 _ e—21n2 = _e x4+ e—2n X === =
1 1 ) 2 4 2 4

——e My ey 2,
2 4 4
Comme lim e ™" =0et lim e ?"=0,
n—+oo n—+oo
. 1
lim S,=-.
n—+oo 4
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